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ANWENDUNGSORIENTIERTE MATHEMATIK IM SCHULUNTERRICHT

Wolfgang Schldglmann, Linz

0. YORBEMERKUNG

Anwendungsorientierte Mathematik war in den letzten Jahren mehrmals Thema

eines Vortrags auf dem von der OMG veranstalteten Lehrerfortbildungstag. Um
diesen einen weiteren Aspekt beizufiigen, wird der folgende Beitrag einen
ldngeren historischen Teil beinhalten. Dieser soll auch helfen, den anwendungs-
ofFientierten Mathematikunterricht in die notwendige Gesamtsicht der Mathematik

einzubetten.

l._ZUR GESgH CHTE DER_ANWENDUNG VON MATHEMATIK

33315 ] ==I=== ===========E&================

In diesem Punkt soll versucht werden an einigen Fallbeispielen wichtige Ge-~

sichtspunkte, die beim Anwenden von Mathematik auftreten, herauszuarbeiten.

1. ALTORIENTALISCHE ENTWICKLUNG DER MATHEMAT | SCHEN METHODEN

1.1. Vom Beginn der SeBhaftwerdung bis zur Entstehung von Stadtstaaten
(9000 v.u.Zt. - 3000 v.u.Zt.)

Um etwa 9000 v.u.Zt. begann in Vorderasien die SeBhaftwerdung des Menschen.
Dies war verbunden mit dem Ubergang vom Nahrungsmittelsammeln zur Nahrungs-
mittelproduktion. Von den entstehenden ddrflichen Gemeinschaften wurden nun
Viehzucht und Ackerbau betrieben. Die vorherrschende Form des Ackerbaus, der
Regenfeldbau, ist nur in Gebieten mit genigend groBer Niederschlagsmenge
mdglich. Im Zuge der nun erfolgenden Umgestaltung des menschlichen Lebens kam
es zu einer raschen Zunahme der Bev3lkerung (Verminderung der Kindersterb]ich-
keit, Erhdhung des Lebensalters), sodaB in den bewohnten Gebieten ein dichtes
Netz von D&rfern entstand. Das Siedlungsgebiet schob sich immer mehr in Ge-
biete mit geringeren N}ederschlagsmengen vor und erreichte gegen Ende der
Periode die Grenzen des Regenfeldbaus. Die neuen sozialen Strukturen flihrten
Zu neuen Sitten, Rechtsgrundsitzen und Verdnderungen im religidsen Bereich.
Die wirtschaftliche Situation erforderte nun eine gezielte Bevorratung und
Aufzeichnungen Uber den Viehbestand. Als Hilfsmittel dazu dienten die soge-
nanntem ''Rechensteine'. (Die Bedeutung dieser ersten Rechenmittel wurde erst

in den letzten Jahrzehnten erkannt.)
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Die dltesten Funde von Rechensteinen reichen bis ins 9. Jahrtausend, dem Be-
ginn der SeBhaftwerdung zurlick. Sie waren das gebrduchliche Rechenmittel und
dienten quch zur Dokumentation der verschiedenen Glter, bis sie von schrift-

lichen Aufzeichnungen verdrdngt wurden.

Die mit Hilfe der Rechensteine durchgefiihrte mechanische Buchfiihrung erfor-
derte eine stdndige Anpassung dieser an eine etwaige gednderte Glterproduk-
tion. So kam es im L4, Jahrtausend mit der Bildung von stidtischen Zentren
auch zu einer extensiven Entwicklung im Bereich der Rechensteintechnik. Las-
sen sich bei den ersten Funden etwa 20 verschiedene Rechensteinarten unter-
scheiden, so sind nun etwa 15 Hauptarten nachweisbar. Dies zeigt deutlich,
daB die beginnende Bewdsserungswirtschaft, die von Formen der Konzentration
der politischen und Skonomischen Macht in der Hand einzelner (meist Priester)
begleitet war, neuartige Probleme der Wirtschaftsfilhrung (zentralisierter
Arbeitseinsatz, Massenproduktion, Ausweitung des Handels, Spezialisierung des
Handwerks, Verwaltung des Mehrproduktes) éufwarf, die auch durch extensivere
Formen der Rechensteintechnik nicht mehr bewdltigt werden konnten und nach

neuen Formen verlangten.

Es sei darauf hingewiesen, daB die Art des Operierens mit Rechensteinen auch
wesentlichen EinfluB auf die Entwicklung der arithmetischen Operationen hatte.
(Fir eine ausfihrliche Besprechung des EinfluBes der Rechensteine sei auf

Damerow-Lefevre: ''"Rechenstein, Experiment, Sprache'' verwiesen.)

1.2. Periode der Stadtstaaten

Das Vordringen der Siedlungen in Zonen, in denen ein Regenfeldbau wegen der zu
geringen Niederschlagsmengen nicht mehr mdglich war, erforderte zum Bau und

zur Erhaltung von Bewdsserungsanlagen eine Konzentration von Arbeitskriften.

Da diese Aufgaben von den kleinen Dorfgemeinschaften nicht hitten bewdltigt
werden kdnnen, entstanden die ersten Stadtstaaten (von Siden nach Norden:
Eridu, Ur, Uruk, Badtibira, Lagag, Nind, Girsus, Umma, Nippur, Kis, Sippar und
AkSak). Die ersten Herrscher der Stadtstaaten waren die Priesterkdnige, die

als Stellvertreter des Gottes auf Erden galten. Besitzer des Landes und aller
Gliter war Gott, der dies durch den Priesterkdnig verwalten lieB. Das Zentrum
der Verwaltung war der Tempel. (Das Auftreten sakraler Grofbauten ist charakte-
ristisch flir diese Epoche.) Hiufig wird die in dieser Zeit bestehende soziale
Struktur auch als "religidser Staatssozialismus'' bezeichnet, denn vom Tempe!
aus werden alle Arbeitseinsidtze organisiert, werden Handel betrieben und aie
Bestdnde verwaltet. Wie schon im vorigen Abschnitt erwdhnt, erforderte die

Tempelverwaltung rationellere Formen der Dokunentation. Die Schrift und die
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Zahlzeichen wurden entwickelt. Diese Entwicklung der Dokumentationsmittel
wurde von Personen (Priestern) betrieben, die nicht an der Giiterproduktion

beteiligt waren.

Nach dem bisher Gesagten ist es auch nicht verwunderlich, daB sowohl die
ersten schriftlichen Uberlieferungen, wie auch die ersten mathematischen Auf-

zeichnungen im weitesten Sinne, Skonomischer Natur waren.

1.3. Die ersten GroBreiche

Die folgende geschichtliche Entwicklung ist gekennzeichnet von einer immer
stirkeren Konzentration. Um ca. 2340 v.u.Zt. entstand das erste GroBreich.
Diese Entwicklung war begleitet von einem verstdrkten Ausbau der Verwaltungs-
einrichtungen, einer Auseinanderentwicklung der religi&sen und weltlichen

Macht und dem Ausbau des privaten Eigentums.

Die neuen sozialen und wirtschaftlichen Gegebenheiten erforderten den Ausbau
von Rechtsgrundsdtzen fiir den wirtschaftlichen Ablauf und auch Mittel zu ihrer
Realisierung.

So kann z.B. die Entwicklung der Zins- und Zinseszinsrechnung gesehen werden,
die dazu diente den Geschdftsverkehr fiir die beteiligten Personen sicher und
nachvollziehbar zu machen. Insgesamt kommt es in dieser Periode zu einem
starken Ansteigen der schriftlichen Aufzeichnungen und einem Ausbau der mathe-
matischen Methoden, insbesondere im Bereich der Arithmetik und Geometrie, wo-
bei das Rechnen durch die Erstellung von Multiplikationstafeln erleichtert

wurde.

Wichtig flir diese Entwicklung war neben den sozio-Gkonomischen Notwendigkeiten
der Umstand, daB in ''‘Schreibschulen' eine planmdBige Ausbildung vollzogen
wurde. Uberhaupt dirfte der EinfiuB der Ausbildung und die dabei auftretende
Notwendigkeit der Vermittlung wesentlich zur Entwicklung der Mathematik bei-

getragen haben.

So sind viele der gefundenen ''echten'' mathematischen Texte, Ubungstexte bzw.
Priifungsarbeiten aus den Schulen. Hier finden sich auch erstmals sogenannte
"eingekleidete Aufgaben", bei denen die mathematische Methode im Vordergrund
steht.Unter dem EinfluB der Ausbildung kommt es scheinbar, wie wir im Rick-
blick sagen kdnnten, zur Strukturierung des Anwendungsprozesses: Problem -

- Realmodell - mathematisches Modell - Anwendung der Ergebnisse.

Das Studium des mathematischen Modells flir sich allein entspricht dem didak-

tischen Prinzip der lIsolation der Schwierigkeiten.




(Hoyrup hat in seiner Arbeit: "Influence of Institionalized Mathematics
Teaching on the Development and Organization of Mathematical Tought in the

Premodern Period'' gerade diese Frage untersucht.)

2. _ZUR_ENTSTEHUNG DER_MATHEMATIK ALS WISSENSCHAFT

Wann ist nun der Zeitpunkt der Entstehung der "wissenschaftiichen'' Matheratik
anzusetzen? Dies ist natlrlich in erster Linie cine Frage der zu erflllenden
Kriterien. Heute werden als solches u.a. der systematisch~deduktive Aufbau,
bei dem dem Beweis eine zentrale Rolle zufdllt, herangezoqgen. Unter diesen
Gesicntspunkten besteht aligemein Ubereinstimmung, dal die Mathematik als

Wissenschaft ein Produkt des antiken Griechenlands ist.

Wohl weiBl man heute, daf die babylonische Mathematik in vielen Bercichen wei-
ter entwickelt war als die griechische beim Ubergang zur wissenschaftlichen
Mathematik. Auch haben die Griechen sehr viele Kenntnisse von den V3lkern
Mesopotamiens und Agyptens Ubernommen, doch wurden nirgends Ansdtze gefunden,
dal diese den Versuch gemacht hdtten alligemeine Sitze zu formulieren, und diese

streng logisch abzuleiten

Gerade diese Erkenntnis firdert die Ansicht, dafB die Heraushildung der Mathe-
matik als Wissenschaft sich nicht zwingend bei einem ¢ntsorechenden Stand
der Methoden ergibt. Mit anderen Worten, diese Entwickiung ist kein inner-
mathematischer Vorgang, denn sonst hdtte diese den Bahyloniern mit ihrer
hochentwickelten Mathematik viel eher gelingen missen. Es liegt hier ein
qualitativer Sprung vor, der nur mit auBermathematischen Mitteln erkidrt

werden kann.

Ein hervorstechendes Merkmal der wissenschaftlichen Mathematik der Frihzeit
war ihre anti-empirische Einstellung und damit verbunden ihre Ablehnung der
praktischen Aspekte der Mathematik., Mathematik wurde nicht inhrer Anwendung
~segen, sondern aus anderen Zielsetzungen betrieben. Worin lagen nun diese?
Als Begrinder der wissenschaftlichen Mathematik werden die Pythagoreer ange-
sehen, die wir nach heutigen Vorstellungen eher als Anhdnger einer religidsen
Sekte, denn als Wissenschafter bezeichnen wiirden. Die Anhinger Pythagoras',
die aus aristokratischen Kreisen stammten, schliossen sich zu einem Geheimbund
zusammen, um nach den Vorstellungen inres Propheten ou leben. Dieser ver-
langte von ihnen ein asketisches Klasterleben, lehrte u,a. die Secelenvanle-

.

rung und als Teil seiner Religion auch die Mathematik, durch die eine
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Vereinigung mit Gott erreicht werden sollte. Nach den Vorstellungen der
Pythagoreer hatte Gott den Kosmos nach Zahlen geordnet. Gott sei die Einheit,
die aus Gegensdtzen bestehe. Um Einheit in die Gegensdtze zu bringen und sie
zu einem Kosmos zu vereinigen, sei die Harmonie notwendig. Die Harmonie sei
géttlich und bestehe in Zahlenverhdltnissen. Wer diese ergrilnden lernt, wird

selbst gottlich und unsterblich.

Es ist in Betrachtung dieser Griinde einleuchtend, daB die Pythagoreer nicht
an praktisch verwertbaren Erkenntnissen interessiert waren, ja diese sogar

ablehnten, da sie doch Uberirdisches erreichen wollten.

Diese Haltung zusammen mit der eleatischen Philosophie, die u.a. betonte, daB
die Wahrheit nicht durch irreflihrende sinnliche Wahrnehmung, sondern nur mit
dem Denken erfaBt werden kdnnte, bildeten die Voraussetzungen fiir eine Ent-

wicklung, die wir heute als Entstehung der Wissenschaft Mathematik bezeichnen.

Ich mGchte darauf hinweisen, daB diese anwendungsfeindliche Einstellung nicht
fir die gesamte Weiterentwicklung der griechischen Mathematik charakteristisch
war. So beschdftigten sich z.B. Archimedes und Appolonius sowohl mit der
L8sung von mathematischen Problemen in Astronomie, Mechanik, Optik und Akustik.
Diese Vereinigung von reiner und angewandter Mathematik in Person des Mathe-

matikers blieb bis ins 18. Jahrhundert bestehen.

An der Wende vom Mittelalter zur Neuzeit erfolgte neben Fortschritten in
anderen Teilgebieten der Mathematik auch ein bemerkenswerter Aufschwung der
Trigonometrie in Europa. (Derselbe ProzeB hatte sich in der islamischen Welt
schon etwa 200 Jahre zuvor vollzogen und wurde durch das Werk von

Nasir ed-din AT.-TUSI '"'Abhandlung liber das vollstdndige Vierseit' abgeschlos-
sen.) Diese Entwicklung wurde vor allem von 8sterreichischen und deutschen

Mathematikern getragen.

Welche soziale und wirtschaftliche Situation kennzeichnete diese Zeit? Die im
Mittelalter herrschende Feudalstruktur ist in Aufldsung begriffen. Das auf-
strebende Blirgertum versucht zu seiner neuerhaltenen wirtschaftlichen Macht
auch politische Gleichberechtigung mit dem Adel zu erlangen. Bedingt waren
diese tiefgreifenden Anderungen durch eine Umgestaltung der Wirtschaftsstruk-
tur. Diese beruhte auf dem Einsatz neuer bzw. verbesserter Produktionsmittel
und -verfahren, sowie der durch die Entdeckung neuer Ldnder erfolgten Aus-

weitung des Handels. Die flir die Erreichung ferner Linder am Seeweg notwendige
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Orientierung am offenen Meer wurde durch die Einflihrung des Kompasses er-
méglicht. In der Kriegstechnik erforderte die Erfindung neuer Waffen das

Studium von Projektilbahnen.

Als eine der Folgen dieser tiefgreifenden sozialen, politischen und wirt-
schaftlichen Umwdlzung ergaben sich eine Reihe neuer Problemstellungen fiir
die Mathematik u.a. fiir die Trigonometrie. Diese wurde he-onders durch Auf-
gabenstellungen aus dem Bereich der Navigation, Kalenderberechnung und ins-
besondere der Astronomie zu Weiterentwicklungen herausgefordert. Gerade die
Astronomie verfiigte als einzige Wissenschaft jener Zeit iber die ndtigen
Beobachtungsdaten um z.B. auf Basis neuer Hypothesen berechneter Planeten-
bahnen auch empirisch iberprifen zu kBnnen. Als wesentliches Hilfsmittel bei
den ndtigen Berechnungen dienten trigonometrische Tafeln, deren notwendig
gewordene Verbesserung wesentlich zur Herausbildung der Trigonometrie als
eigenem Zweig der Mathematik beitrug. Zu jener Zeit wurden fiir die astrono-
mischen Berechnungen die sogenannten '"'"Alfonsinischen Tafeln' (benannt nach
Alfons X von Kastillien, der sie 1230 erstellen lieB) herangezogen. Diese
beruhten auf Kenntnissen der Westaraber, berlcksichtigten aber nicht die

Ergebnisse der ostarabischen Mathematik.

Die Neuberechnung der Alfonsinischen Tafeln wurde vom an der Universitdt
Wien lehrenden Johannes von Gmunden (1380 - 1442) angeregt und von seinem
Nachfolger Georg Peuerbach (1423 - 1461) durchgefiihre. Im Zuge dieser Arbeit
entstand die ldee, die bisher in vielen Arbeiten verstreut vorhandenen tri-
gonometrischen Sitze, Ergebnisse und Tafeln zu ordnen und zu systematisieren.
Diese Aufgabe wurde von Regiomontanus (eigentlich Johannes Miller)

(1436 - 1476) durchgefiihrt, der dazu auch die imzwischen ibersetzten Ergeb-
nisse der arabischen Mathematik heranziehen konnte. Regiomontanus Werk ''De
triangulis omnimodis libri quinque" (Fiinf Blicher Uber alle Arten von Drei-
ecken), dessen fiinftes Buch unvollendet blieb, hatte einen wesentlichen Ein-

fluB auf die Weiterentwicklung der Trigonometrie,

Dieses Beispiel zeigt auch, daB, wenn die praktischen Bedlirfnisse der Anwen-
dungen einer bestimmten Zeit abgedeckt sind, die mathematischen Interessen

ein Gebiet weiterentwickeln,
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4. ZUR ENTWICKLUNG DER_LINEAREN OPTIMIERUNG

Als drittes Beispiel soll nun noch kurz auf die lineare Optimierung (= linea-

re Programmierung) kurz nach dem zweiten Weltkrieg eingegangen werden.

Wieder stellten auBermathematische Erfordernisse in einer Umbruchzeit Anforde-

rungen an die Mathematik. Dieses Mal gaben die immer komplexer und umfang-

reicher werdenden Planungsaufgaben im amerikanischen Militdrbereich den AnstoB.

Die explosionsartige Entwicklung dieser Aufgaben wdhrend des 2. Weltkrieges
konnte mit den traditionellen Methoden nicht mehr bewditigt werden. So
schreiben M.K. Wood und M.A. Geisler (aus Dantzig: '"Lineare Programmierung

und ihre Erweiterungen''):

Friher war es fir einen Oberbefehlshaber méglich, die militdrischen
Operationen selbst zu planen. Als sich jedoch das Problem der Planung
in bezug auf Raum, Zeit und Schwierigkeitsgrad vergréfBerte, erreichte
man die natirlichen Grenzen der Fdhigkeiten einer Einzelperson. Die
Militdrgeschichte kennt viele Beispiele des Versagens von Befehls-
habern, die sich zu sehr in Einzelheiten versenkten, und zwar nicht
deshalb, weil sie nicht im Laufe der Zeit die Einzelheiten bewdltigt
hdtten, sondern nur, weil sie die wesentlichen Einzelheiten nicht

in der zur Verfiigung stehenden Zeit meistern konnten. Als die Planungs-
probleme komplexer wurden, wurde der Oberbefehlshaber allmidhlich mit
einem Generalstab von Spezialisten umgeben, der ihm beim Fdllen von
Entscheidungen Hilfe geben konnte. Das Vorhandensein eines General-
stabs erlaubte die Unterteilung des Planungsprozesses und die Uber-
gebe der Lelitung der Tellpldne an Spezialisten. Dadurch erhielt der
Oberbefehlshaber die Funktion, die Zliele auszusuchen, zu koordinieren,
zu planen und Konflikte zwischen verschiedenen Stabsabteilungen zu

schlichten.

Damit nun die Planungsmethoden den neuen Anforderungen gewachsen waren,
wurden nach dem 2. Weltkrieg Forschungsgruppen mit dem Ziel, optimale Metho-

den zu entwickeln, eingesetzt.

Diese Arbeiten markierten den Beginn der Entwicklung eines neuen Forschungs-
zweiges der Mathematik, der inzwischen gleichberechtigt neben anderen steht,
Es ist natlirlich selbstverstdndlich, daB Ergebnisse, die flir diese neue Theo-
rie von Bedeutung waren schon in friheren Arbeiten vorhanden waren. Weiters
ist der Fortschritt der Optimierungsmethoden untrennbar mit der Entwicklung

der elektronischen Rechenanlagen verkniipft.
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Sofort nach der Aufhebung der von den Milit3rbehSrden verhdngten Informa-

tionssperre Uber den Bereich Optimierung, kam es zur Anwendung der neuent-
wickelten Methoden auf Planungsarbeiten der Unternehmensfiihrungen. Die auch
in diesem Bereich immer komplexer werdende Entscheidungsstruktur erforderte

auch hier ein geeignetes Planungsinstrumentarium.

Wegen der strukturellen Gleichheit der Problemstellungen “.-nte nun auf die

Flir militdrische Aufgaben entwickelten Methoden zurlickgegriffen werden.

Zum AbschluB snllen noch einige Gesichtsnunkte hervoraenoben werden, die sich

aus der geschichtlichen Betrachtungsweise ergeben:

a) Die Situation der anwendungsorientierten mathematischen Methoden steht in

enger Verbindung zu den sozio-8konomischen Bedingungen,

b) Stellen gesellschaftliche oder wirtschaftliche Unwilzungen neue und ge-
steigerte Anforderungen, so kommt es zu einer Extensivierung der bisher

verwendeten Methoden.

c) Reicht die Auslotung der Verwendungsmdglichkeiten der vorhandenen Methoden
zur Bewdltigung der gestellten Aufgaben nicht aus, so kommt es zur Neu-

entwicklung von Verfahren.

d) Sind die von der Gesellschaft an die Mathematik gestellten Anforderungen
bewdltigt, so entwickeln die mathematischen Interessen ein Gebjet weiter
und schaffen auch den fiir die Absicherung notwendigen theoretischen

Hintergrund.

[65]
~

«.1 angewandte Mathematik miissen ihre Ergebnisse denselben Prifungs-
kr.wvi0 unterwerfen (kurz gesagt: Alle Mathematik ist rein). Nun gibt es
Teile der Mathematik, die auch auBerhalb dieser angewandt werden. Es ist
daher nur sinnvoll zu unterscheiden zwischen Mathematik betreiben und Mathe-
matik anwenden, d.h. charakteristisch ist der Prozel3 der Anwendung, bei dem

das "Modellbilden' im Mittelpunkt steht.

f) Durch die Anwendung von Mathematik auf komplexe Realsituationen muBte die
Jahrtausende alte Vorstellung von der eindeutigen Zuordnung reales Problem -
- mathematisches L&sungsverfahren aufgegeben werden. Beim Anwenden von
Mathematik steht die kreative Tdtigkeit des Modellbildens im Mittelpunket.
Dies bedeutet, daB Anwenden von Mathematik als intellektuelle Leistung
gleichrangig neben dije Forschung innerhalb der Mathematik tritt. Dadurch

wurde die langdauernde Abwertiung des Anwendens aufgehoben.
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A) DER ANWENDUNGSPROZESS

Die Schwierigkeiten des Anwendens von Mathematik auf komplexe Probleme
werden haufig unterschdtzt. Anwenden 138t sich keinesfalls auf ein Einsetz-
verfahren in eine Theorie der reinen Mathematik reduzieren. Es ist ein
ProzeB der Kreativitdt und Sachkenntnis vom Anwender erfordert. Nun soll der
Vorgang des Anwendens kurz dargestellt werden, wobei als erklirendes Beispiel
ein Problem aus der Sicherheitsfrage von Kernreaktoren verwendet wird. Dies

insbesondere, da sich darin viele Schwierigkeiten wiederfinden.

1. AUSGANGSSITUATION (= PROBLEM) UND ERSTELLUNG DES REALMODELLS

In Wissenschaft, Technik, Wirtschaft, Politik etc. treten Fragen auf, die sich
nicht ohne weiteres beantworten lassen, sondern tiefergehender Methoden zu
ihrer Beantwortung bediirfen. Als erster Schritt wird nun versucht, das Problem

mdglichst genau zu formulieren. (Anwender weisen immer wieder auf Schwierig-

keiten bei der Problemfestsetzung hin, die u.a. durch Kommunikationsbarrieren

zwischen Problemsteller und Mathematiker hervorgerufen werden.) Ist dieses
geschehen, so macht man sich ein "Bild" der Situation, d.h. es wird das
Problem aus der Realitdt herausgeldst, indem wesentliche von unwesentlichen
Einfllssen getrennt, Zusammenhinge festgelegt und auch Ziele gesetzt werden.
Dabei spielen vor allem die Wertungen von vorhandenen MeBdaten, wissenschaft-
liche Theorien, aber auch Erfshrungen eine groBe Rolle. In der Literatur
wird dieser Schritt als Erstellung eines Realmodells bezeichnet. Es soll da-
rauf hingewiesen werden, daB gerade dieser Schritt, der vor dem Einsatz der

Mathematik liegt, die spiter erhaltenen Ergebnisse wesentlich beeinfluBt.

Sehen wir uns nun als Beispiel ein Teilproblem aus der Reaktorsicherheit an,
ndmlich das der Schnellabschaltung eines Reaktors. Diese wird bei gewissen
Stérfdllen wie z.B. Stromausfall, Turbinenschnellabschaltung, Fehler in
Regeleinrichtungen notwendig. Das Problem besteht nun darin eine Wahrschein-
lichkeit fiir den Ausfall der Schnellabschaltung anzugeben. Da bisher kein
Fall eines Versagens der Schnellabschaltung bekannt ist, fehlen die direkten
MeBdaten fir die statistische Berechnung der Zuverldssigkeit., Es ist daher
notwendig andere Daten heranzuziehen. Bekannt ist eine Wahrscheinlichkeit
fir ein nicht vollstindiges Einfahren einzelner Steuerstibe in den Reaktor

(p = 10'“)‘ Da bei dem Ausfall eines Steuerstabes die Schnellabschaltung noch




voll funktionsfihig ist, muBte man festsetzen, wieviele Steuerstibe fiur einern
Stdrfall ausfallen miissen. Der berihmte ""Rasmussen-Report'' setzte fest, daf
dieser Fall cintritt, wenn drei benachbarte Steuerstibe nicht korrekt funktio-

nieren.

Eine andere Erfahrung mit Systemen aus vielen bauglieichen Komponenten besagten,

dall nur in einem Prozent der Stérfdlle mehr als eine Kompc-znte ausfillt.

Das angedeutete Beispiel soll verstindlich machen, wieviel nur durch Er-
fahrung abgestiitzte Annahmen in die Modellerstellung eingehen, bevor das erste

Mal mathematische Denkweisen einsetzen.

2. ERSTELLUNG EINES MATHEMAT!SCHEN MODELLS

Der nun folgende Schritt vom Realmodel] zum mathematischen Modell bedeutet

den Ubergang von einer inhaltlichen zu einer formalen Theorie. Annahmen von
Beziehungen, Zusammenhdngen, aber auch Mefldaten missen durch formale Zusammen -
""ge {Funktionen, Relationen etc.) beschrieben werden. (Empirische Funktionen
rUssen durch formale Funktionen ersetzt werden.) Dabei werden oft Stetigkeits-
annanmen getroffen bzw. noch weitere Vereinfachungen vorgenommen, da sich zu
komplexe Zusammenhinge einer mathematischen Behandlung entziehen. Gerade in
dieser Phase wird es dem Mathematiker meist nur mdglich sein, in Zusammen-
arbeit mit Wissenschaftern und Praktikern, aus deren Bereich das Realmodell

stammt, die Korrekturen vorzunehmen, um der Gefahr zu entgehen, durch Fehler

dabei die spiter erhaltenen Ergebnisse unbrauchbar zu machen.

Kehren wir nochmals zu unserem Problem der Schnellabschaltung zuriick. Im
Rasmussen-Report wurde als mathematisches Modell der Ergebnisbaum ~ bzw,
Fehlerbaum verwendet, die auf einer Unabhdngigkeit der Ereignisse und einer
Art bindrer Logik basieren. (Ein teilweiser Ausfall von Stdben wird einem

vollstdndigen gleichgesetzt.)

3. FOLGERUNGEN AUS DEM MATHEMAT | SCHEN MODELL UND ERSTELLUNG EINES

NUMERTSCHEN MODELLS

Nun kann im mathematischen Modell formal geschlossen werden. Dabei kdnnen
hiufiq aufgrund der Theorie qualitative Aussagen gemacht werden (z.B. denke
nan dabei an die Lisungstheorie von Differentialgleichungen, aber auch an

strukturelle Aspekte).

Meist ist es notwendig numerische Ergebnisse zu erhalten. Dies bedingt den

Ubergang zu einem numerischen Modell, wobei darunter alles subsummiert werden
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soll, was mit der numerischen Berechnung zu tun hat, u.a. auch Probleme der
Programmierung. Dabei ergibt sich oft die Notwendigkeit weiterer Verein-

fachungen.

In unserem Beispiel erhalten wir auf der Basis der Wahrscheinlichkeit des
Ausfalls von drei benachbarten Steuerstdben p = 10-]2 und auf der Erfahrung
mit komplexen Systemen p = 10—6. Da es mathematisch nicht mSglich ist, fest-
zustellen welche der beiden Wahrscheinlichkeiten richtig ist, wurde von der
Rasmussen-Gruppe das geometrische Mittel der beiden Wahrscheinlichkeiten

genommen, d.h. p = 10 7,

L. INTERPRETATION DER MATHEMATISCHEN FOLGERUNGEN IM KONTEXT DER AUSGANGS-
SITUATION UND UBERPRUFUNG DER GULTIGKEIT AN DER REALITAT

Da es sich bei den Anwendungsproblemen um inhaltliche und nicht um formale
Probleme handelt, stellt sich nicht nur die Frage nach der formalen Richtig-
keit, sondern die mathematischen Folgerungen und Ergebnisse missen sich im
Lichte der Realitdt bewdhren. Dies ist besonders wichtig, da ja im Verlaufe
des Anwendungsprozesses viele Annahmen, Abschdtzungen, Wertungen etc. getrof-
fen wurden, die sich wesentlich auf das Ergebnis auswirken., Auch dieser unbe-
dingt notwendige Schritt bringt hiufig groBe Schwierigkeiten mit sich, da

die Ergebnisse oft nicht durch Messungen lberpriift werden k8nnen, wie spe-
ziell unser Beispiel aus der Reaktorsicherheit zeigt. Den AbschluB dieses

Den AbschluB dieses Punktes bildet eine zusammenfassende graphische Dar-

stellung.




Problem

Vereinfachung
Annahmen Uber den EinfluB verschiedener
Faktoren

Modell in der
Substanzwissenschaft
(Realmodell)

Vereinfachung

Ubergang von der inhaltlichen zur formalen
Theorie

Ersetzen von empirischen Funktionen durch
formale

Mathematisches
Model 1

Vereinfachung
Probleme des Algorithmus
Probleme der Programmierung

Numerisches
Model |

Uberprifung der
gewonnenen Daten

B) ZUM MODELLBEGRIFF

Wie aus den bisherigen Erdrterungen hervorgeht, besteht der Anwendungsprozef
aus der Erstellung von Modellen. Es liegt daher nahe sich mit dem Modellbe-

griff kurz auseinanderzusetzen.

Modell ist ein Schlilsselwortbegriff der heutigen Zeit., £s wird auch dement-
sprechend in vielen Situationen und Bereichen angewandt. Man denke an: Modell
als verkleinerte Form eines realen Objekts = Modell als “Prototyp' einer
Klassw von Objekten = Tiere sind Modell fiir den Menschen z.3. in der medizini-

schen Forschung = Gedankenmodelle fiir komplexe Vorgdnge in der Realitit -
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- physikalische Modelle - mathematische Modelle - u.a.m.

Die aufgezdhiten Beispiele belegen die vielfdltigen Verwendungsformen, die
mit dem Begriff Modell zusammenhdngen. Daher scheint es auch unm&glich den
Modellbegriff definitorisch zu erfassen, ohne seinen Anwendungsbereich
drastisch einzuschridnken. Wir wollen daher als Arbeitshypothese ein Modell
als ein '"'"Ersatzobjekt' ansehen, das unter bestimmten Zielsetzungen kons-

truiert wird um zur Bearbeitung von Problemen beizutragen.

Eine Frage beschdftigt im Zusammenhang mit Modellen immer wieder und zwar
die Frage nach ihrer '"Glaubwilirdigkeit'. Denn von dieser hingt das Vertrauen
ab, das man den im ModellbildungsprozeB erhaltenen Ergebnissen schenken
darf. Gerade zu dieser wichtigen Frage gibt es sehr wenige Arbeiten. Die
meisten Klassifikationen von Modellen wurden unter logischen Gesichts-
punkten vorgenommen und kSnnen nur wenig zur Frage ihrer inhaltlichen
GUltigkeit beitragen. Prinzipiell gibt es, unter Heranziehung der histo-

rischen Betrachtungen zwei groBe Gruppen von Modellen;:
a) Prozesse, deren Zusammenhdnge vom Menschen festsetzbar sind,

b) Prozesse, bei denen eine Festsetzung ihrer Zusammenhinge durch den

Menschen nicht moglich ist.

ad a) Schon seit der Friihzeit der Verwendung von Mathematik diente diese dazu,
Vorgdnge des Geschaftslebens zu fixieren und damit zu objektivieren
(z.B. Prozentrechnung). Diese Funktion hat die Mathematik bis zum heu-
tigen Tage, man denke an Ware-Preisrelationen, Steuern, Festlegung von

Wahlverfahren u.a.m.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB gerade diese Anwendungen im t3g-
ltichen Leben eine groBe Rolle spielen und daher auch einen prdgenden

EinfluB auf das Bild von Mathematik auslben.

ad b) Flir diese Gruppe von Modellen m8chte ich zu einer weiteren Unterschei~

dung eine Klassifikation ven B. BooB verwenden.

a) ldeale Modelle: Diese sind Ausdruck einer ausgebauten und empirisch gut
abgesicherten Theorie (z.B. Himmelsmechanik). Dies fiihrt zu einer weit-
gehenden Ubereinstimmung von berechneten Daten und deren empirischen

Uberpriifung an der Realitdt.

B) Faustformeln: Bei diesen Modellen gehen sowohl theoretische Uberlegungen,
wie auch Erfahrungswerte ein. Sie sind in vielen technischen Bereichen

anzutreffen.

e e b+
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y) ad-hoc-Modelle: Diese stellen in der Regel erste Ansitze dar und haben

meist noch keine ausgebaute Hintergrundtheorie. Unser Beispiel aus der
Reaktorsicherheit f3llt in diese Gruppe. (Dies erhelit auch die

Schwierigkeiten bei der Einschitzung von Expertenmeinungen in der Kern-

kraftdebatte.)

Die Modellklassifikationen fihren auch zu zwei Gruppen in methodischer Hinsicht.

a)

Probleme mit enger Bindung an das Ldsungsverfahren
Bei diesen Beispielen, die im derzeitigen Mathematikunterricht in der Regel

das Feld der Anwendungen abdecken, besteht eine eindeutige Zuordnung
Problemklasse <«— L3sungsalgorithmus

Die Hauptaufgabe bei diesen Beispielen besteht in der "Ubersetzung" einer

sprachiich formulierten Situation in einen mathematischen Ansatz.

Diese Beispiele haben fiir festsetzbare Zusammenhdnge, ideale Modelle bzw,
Faustformeln sehr wohl ihre Berechtigung, doch ist es notwendig, der realen
Situation mehr Augenmerk zu schenken, Griinde des Zusammenhanges herauszu-~

arbeiten und etwaige Glltigkeitsgrenzen aufzuzeigen.

Wichtig ist aber, daB die Schiler auch mit "echten" Mathematisierungen

konfrontiert werden.

Mathematisierungsaufgaben
Charakteristisch fiir diese Beispiele ist die '"offene' Problemstellung, ein
bewuBtes lidngeres Einlassen auf die reale Situation und viel Aktivitdt der
Schiler bei der Modellerstellung.

Dabei missen einige Anforderungen an das Modell gestellt werden
1) Die Situation muB aus der Erfahrungswelt der Schiiler s tammen.

B) Die Situation soll m3glichst realitdtsnah sein und eine L3sung des

Problems ''nahelegen'' (Gefahr von "Schulbeispielen'),

v) Zumindest TeillBsungen sollen mit den, den Schiilern bekannten mathemati-
schen Hilfsmitteln erreichbar sein., (Diese Bedingung ist nicht so ein-
schrinkend, da in der Praxis sehr viele Probleme auftreten, die fir
einen ersten ad-hoc Ansatz nur bescheidene mathematische Kenntnisse

erfordern.)
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§) Modelle sollen immer zuerst umgangssprachlich formuliert werden um
daraus die mathematische Fassung zu erarbeiten (Spracherziehung).
Dabei ist immer darauf zu achten, daB auBermathematische Annahmen

klargestellt und begriindet werden.

Zur Methodik des mathematisierenden Unterrichts gibt es eine Reihe von Vor-
schlidgen, die alle auf einen schrittweisen Modellerstellungsvorgang hinzielen,
wie im Punkt Il angedeutet ist. Ein Vorschlag dazu wurde in G. Malle (Vortrdge

der UMG-Lehrerfortbildungstagung 1979) gegeben.

IV. BEISPIELE ZUM MATHEMATIS1EREN

T3-S i et e

In der didaktischen Literatur wurden in letzter Zeit viele Beispiele zu die-
sem Thema verdffentlicht. Dazu sei auf Fahrpreisbeispiele, Energiefragen,

Abstimmungsverfahren etc. hingewiesen,

Den AbschluB dieses Beitrags soll ein Beispiel bilden, das aus der Diplomarbeit

von Ch., Walter stammt und die Grenzen des Modellbildens aufzeigt.

Taucht man das Drahtmodell eines Wirfels in eine Seifenl8sung, so kdnnen
folgende beiden Figuren entstehen. (Figur 1 entsteht bei kurzem Wiederein-

tauchen)

A

Y




Das Problem besteht nun darin, zu untersuchen ob es ein theoretisches Modoll
gibt, bei dem die Gr8Be des inneren K&rpers (bzw. der inneren Fldche) aus der

GroBe des Drahtmedells folgt.

Als physikalischer Hintergrund steht uns zur Verfligung, daB3 die Seifenhaut
eine minimale Oberfliche annimmt.

Fir unser Problem bedeutet dies:

A=0 + 12A

W

d = der innere Wirfel miBte zu einem Punkt zusammenschrumpfen. Da die Reali-

tau cem widerspricht, muB nach Fehlern oder zu starken Einschrinkungen bei den
“rrwilannahmen gesucht werden. Die naheliegendste Folgerung ist, daB Luft ein-
geschlossen wurde, deren Druck bei unserem Model ] unberiicksichtigr blieb. (Bei
genauerer Betrachtung des Wirfels bemerkt man auch, daB die Flichen nach auBen

gewdlbt sind.)

Es ist bisher noch nicht gelungen die Modellerstelliung so weit zu verbessern,

dai3 ein einigermaBen befriedigendes Ergebnis daraus resultieren wirde.
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